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Das Kombinierte Ndaherungsverfahren
III. Rechnungen an atomaren Zweivalenzelektronensystemen
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Hellmann’s Pseudopotential Method
I11. Calculations on Atomic Systems with Two Valence Electrons

Neutral atoms of the second and negative ions of the first family of the periodic system are treated
by Hellmann’s pseudopotential method (Kombiniertes Niherungsverfahren, KN). The various errors
inherent in this method compensate to a large degree so that the errors in the Hartree-Fock and
correlation energies will be below 0.1 eV. The electron affinities of the first family atoms are calculated
as0.63 eV for Li, 0.54 for Na, 0.52 for K, 0.50 for Rb, and 1.0 for Cu.

Anionen der ersten und neutrale Atome der zweiten Familie des Periodensystems wurden nach
dem Kombinierten Néherungsverfahren (KN) mit einem Hellmann-Potential behandelt. Die Fehler
in der Hartree-Fock-Energie kompensieren sich auf unter 0.1 eV, ebenso genau wird die Intrahiillen-
korrelationsenergie erhalten. Auf Grund der gewonnenen Rechenergebnisse sind als wahrscheinlichste
Werte der Elektronenaffinititen der einwertigen Metalle (in V) anzusehen: Li 0.63, Na 0.54, K 0.52,
Rb 0.50, Cu 1.0 :

Des anions du premier groupe et des atoms neutres du deuxiéme groupe du systéme périodique
sont traités & I'aide de 1a méthode ,, Kombiniertes Néherungsverfahren“ (KN) avec une potential de
Hellmann. Les erreurs dans I'énergie SCF se compensent au dessous 0,1 eV, de la méme exactitude on

I3

obtient I'énergie de correlation de la couche de valence. D’apreés les resultats du calcul on peut accepter
les valeurs suivantes comme les plus probables pour les affinités électroniques dans les metaux mono-
valents (en eV): Li 0,63, Na 0,54, K 0,52, Rb 0,50, Cu 1,0.

1. Einleitung

In Teil I [1] dieser Reihe waren die theoretischen Grundlagen des Kombinier-
ten Nédherungsverfahrens (KN)! untersucht worden. Dabei hatten sich eine Reihe
von Fragen ergeben, die sich nur durch explizite Rechnungen an Mehrvalenz-
elektronensystemen kldren lassen. In der vorliegenden Arbeit werden nun
Hartree-Fock- und vollstindige Rechnungen nach dem KN an atomaren Zwei-
elektronensystemen prisentiert und folgende drei Probleme diskutiert:

L. Inwieweit kompensiert die Verdnderung des Besetzungsverbotpotentials
durch Ionisation den Fehler in der mit Pseudoorbitalen berechneten Innerhiillen-
elektronenwechselwirkung?

* Die Arbeit wurde auf Wunsch des Autors erst jetzt verdffentlicht.

! Im KN werden nur die Valenzelektronen behandelt. Der Hamiltonoperator (s. G (24) und (26)

von Lit. [17]) enthélt dabei anstelle des Coulombpotentials des Atomkerns A einen ,,effektiven Rumpf-
potentialoperator Y WA -2, wo &, ein Operator ist, der auf den Raum der Funktionen mit den

ILm
Drehimpulsquantenzahlen [, m projiziert. W (r,) ist das effektive Potential des Atomrumpfes, das u. a.
das von / abhingige sog. Besetzungsverbotpotential enthilt. Die Valenzorbitale, deren tiefste knotenlos
sind, heilen Pseudoorbitale.
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2. Fihrt das KN auch bei schweren Atomen zu richtigen Hartree-Fock-
Hiillenenergien unter Einschlufl der Rumpf-Hiillen-K orrelation?
3. Wie genau wird die Innerhiillenkorrelation bei Pseudoorbitalen erhalten?

2. Rechenmethoden

Aus den vielen bisher vorgeschlagenen analytischen Ansétzen fiir das effektive
Potential® (s. Lit.[1, 3]) wurde die alte Formel von Hellmann [2]

Wi =(—=Z4s+ B, e ™")r (1)

gewihlt, mit der bisher die meisten Untersuchungen durchgefiithrt worden sind
und die schon zu recht guten Ergebnissen fithrt (s. Teil II der Reihe [3], und [17]).

GL. (1) ist ein praktisch einparametriger Ansatz. Aus physikalischen Griinden
ist ndmlich fiir Z, die Ladung des Atomrumpfes A zu verwenden. Eine davon ab-
weichende Wahl fithrt auch zu keiner Verbesserung der Ergebnisse (vgl. Tab. 1).
Des weiteren ist B;= — N (N = Zahl der Rumpfelektronen) zu setzen fiir den Fall,
daB der Rumpf keine Orbitale der Nebenquantenzahl / enthélt. Im anderen Falle
haben Rechnungen gezeigt, dal} der Fehler in den Termenergien klein und ziem-
lich unabhéngig von der Wahl von B ist, wenn B nur geniigend gro8 ist (bei jeweils
angepalitem o bzw. unabhingig von « bei jeweils angepaBitem B) und mit einer
gentigend flexiblen Funktionenbasis gearbeitet wird. Hier wurde B, vorgegeben
und der freie Parameter o, so justiert, daB die in nichtrelativistischer Niherung
berechnete Energie des niedrigsten Einelektronenterms der Nebenquantenzahl [
mit dem experimentellen Schwerpunkt des Terms? {ibereinstimmt. Die Variations-
rechnungen wurden in einer STO-Basis durchgefiihrt.

AnschlieBend wurde der s% !S-Grundzustand der Zweielektronensysteme in
diesem effektiven Potential bestimmt. Einerseits wurden Hartree-Fock-Roothaan-
Rechnungen [5] in einer STO-Basis durchgefiihrt?, die die Energien der zweifachen
Ionisation in Hartree-Fock-Niherung unter EinschluB der Interschalenkorre-
lation liefern sollten. Zum anderen wurde ein r ,-Ansatz nach Hylleraas [6, 7]
verwendet, der die experimentellen zweifachen Ionisierungsenergien reproduzieren
sollte.

Es wurden die Atome Be, Mg, Ca, Sr, Zn und die Anionen von Li, Na, K, Rb
und Cu behandelt. Die Ergebnisse finden sich in Tab. 1. Die Abweichungen der
berechneten Energien von den entsprechenden Grenzwerten diirften hochstens
wenige 10~ 2 eV betragen.

3. Diskussion der Ergebnisse

a) Hartree-Fock-Energien

In Spalte I von Tabelle 1 sind die Energiedifferenzen der Zweivalenzelektronen-
systeme und der entsprechenden nackten Riimpfe in Hartree-Fock-Niherung [8]

2 Die experimentellen Werte wurden den Tabellen von Moore [4] entnommen. Zur Umrechoung
auf eV wurden die Faktoren 27.1953 eV/aE und 8066.03 K/eV verwendet (E. R. Cohen und J. W. M.
DuMont in ,Handbuch der Physik“ von S. Fliigge, Bd. 35, S. 81. Berlin-Gottingen-Heidelberg:
Springer 1957).

3 Ich danke Herrn Dr. K. Helfrich fiir das zur Verfiigung gestellte SCF-Rahmenprogramm und
ein Einzentren-Zweielektronen-Integral-Programm.
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angegeben. Die mit dem Hellmann-Potential berechneten Hartree-Fock-Energien
(Spalte II) sollten sich davon um die Rumpf-Hiillen-Korrelation unterscheiden
(Spalte I11). Leider sind diese GréBen (Spalte IV) kaum bekannt. Zu Vergleichs-
zwecken sind auch die Rumpf-Hilllen-Korrelationsenergien der FEinvalenz-
elektronensysteme (Spalte V) geeignet, die nur wenig kleiner sein sollten (s. Lit. [1],
Anhang A 1). Offenbar fithrt die Pseudopotentialmethode bei Verwendung des
Hellmann-Potentials bei den leichteren Elementen zu Fehlern in der Hartree-
Fock-Energie von weniger als 0,1 eV. Wie schon in [1] vermutet, kompensieren
sich die Fehler, die auf die Abhangigkeit des Pseudopotentials von der Zahl der
Hiillenelektronen einerseits und auf die Berechnung der Innerhiillen-Elektronen-
wechselwirkung mit den Pseudoorbitalen statt mit den auf dem Rumpf ortho-
gonalen Orbitalen andererseits zuriickgehen, also weitgehend. Bei den mittel-
schweren Flementen sind die Hartree-Fock-Energien im effektiven Potential
eher zu tief als zu hoch (vgl. auch Spalten VI und VIII), was nach [1] mit einer
Uberbewertung der Rumpf-Hiillen-Korrelation durch ein Einelektronenpotential
zusammenhingen konnte. Bei den Nebengruppenelementen sind, wie fiir das
Hellmann-Potential zu erwarten [3], die Fehler betrichtlich grofBer.

Auch bei Rechnungen mit einer minimalen STO-Basis fiihrt das Hellmann-
Potential zu Ergebnissen, die sich selten um mehr als 0,1 eV von einer entsprechen-
den Rechnung mit direkter Orthogonalisierung unterscheiden. Als Beispiel finden
sich in Tab. 2 Ergebnisse fiir einige Zustinde von Lithium. In der Pseudopotential-
rechnung sind dabei fiir die Valenzelektronen von Elementen der ersten Periode
2s- und 2p-Slater-Orbitale, bei den schwereren Elementen mindestens 3s- und
3p-Orbitale zu verwenden (vgl. auch Lit. [3, 16]). Die bei Hellmann-Rechnungen
fir die Valenzelektronengrundzustinde iiblicherweise benutzten 1s- und 2p-
Orbitale (z. B. [17, 18]) fithren dagegen zu Fehlern von vielen Prozent.

Die Uberlappung von Hartree-Fock- und Pseudoorbitalen, S;;, ist bei den
Zweielektronensystemen 1i.a. noch groBer als bei den Einelektronensystemen
(s. Tab. 1). Die Ahnlichkeit der Dichteverteilungen wird durch die Abbildungen
demonstriert. Selbst bei den' Nebengruppenelementen hat die Pseudodichte die
richtige Form, wenn sie auch gegeniiber der wahren Dichte verschoben ist.

In die Tab. 1 sind auch erste Rechnungen mit einem “cut off’-Potential von
Koch und Kutzelnigg [9] aufgenommen. Sowohl bei den Energien wie bei den
Uberlappungen sind die Fehler groBer als bei Verwendung eines Hellmann-
Potentials. Die Energiewerte sind durchweg zu hoch®. Das “cut off’-Potential
fithrt zu einer zu hohen Valenzelektronendichte in Kernnihe und damit zu einer
zu groBen Innerhiillen-ElektronenabstoBung, die nicht mehr so gut wie im Falle
des Hellmann-Potentials kompensiert wird. Dies zeigt die Wichtigkeit eines
Potentialberges, den das effektive Potential im Rumpfbereich besitzen sollte [3].

Die Fehler in den Orbitalenergien liegen bei 0,1 eV.

b) Gesamtenergien
Vergleichen wir nun die Ergebnisse nach der Hylleraas-Methode (Spalte VIII)
mit den experimentellen Energien (Spalte VI), die allerdings nur fiir die zwei-

4 Analoge Rechnungen derselben Autoren [9] an zweiatomigen Molekiilen fithrten zum gleichen
Resultat.
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wertigen Elemente geniigend genau bekannt sind. Die berechneten Energien der
mittelschweren Elemente liegen entsprechend der Uberbewertung der Rumpf-
Hiillen-Korrelation ein wenig zu tief. Der Fehler in der Innerhiillen-Korrelations-
energie diirfte 10 % nicht tibersteigen (s. Spalten X und XI). Auch bei den Neben-

Tabelle 1. Pseudopotentialrechnungen fir Ein- und Zweivalenzelektronensysteme der Atome der ersten
beiden Familien des Periodensystems (E: Energie in eV, bezogen auf den nackten Atomrumpf; S;: Uber-

lappung von exaktem [8] und Pseudo-Valenzorbital)®

Effektives Einvalenzelektronenterme
s-Potential 1528 2s 28 3528
Atom Z Z, B, g E S;; Eep Ey, Fehler E., E., Fehler
Be 4 2 20 33621 18210 0,981 7,271 7,302 0,031 3,895 3,902 0,007
Mg 12 2 30 29552 15,034 0975 6,380 6,430 0,050 3,531 3,555 0,024
Ca 20 2 50 23359 11,870 0,956 5391 5466 0,075 3,108 3,139 0,031
Sr 38 2 60 22053 11,029 — 5111 5,190 0,079 2,975 3,017 0,042
Zn 30 2 60 45046 17,963 0950 6,999 7,189 0,190 3,768 3,848 0,080
1,95 15 3,1738 0,928 7,122 0,123 3,783 0,015
Li 301 10 2,2023 5,391 0989 2,019 2,028 0,009 1,051 1,052 0,001
Na 11 1 14 2,2671 5,139 0985 1,948 1,965 0,017 1,023 1,027 0,004
K 19 1 18 11,8656 4,340 0966 1,734 1,763 0,029 0,937 0950 0,013
Rb 37 1 26 11,9397 4,177 0,964 1,681 1,716 0,035 0,915 0,931 0,016
Cu 29 1 30 6,1344 7,726 0913 2,378 2499 0,121 1,174 1,222 0,048
095 6 42722 0,888 2,403 0,025 ' 1,154  —0,020
Tabelle 1 (Fortsetzung)
Atom Hartree-Fock-Rechnungen fiir den Zweivalenzelekironen-Grundterm s2 1S
exakt® Hellmann- Rumpf- Rumpf- “cut off’-Potential® Orbitalenergien
potential Hillen- Hiullen-
Korre- Korre-
lation  lation
E E S;; At des 1s- E S 4% exakt? Hell- cut off®
Terms® mann
pot.
I I I Iv v
Be 26,155 26,23 0986 0,08 0,16 0,096 2594 0969 —022 8403° 839 822
Mg 21,323 21,69 0,982 0,37 0,35° 0,227 21,54 0954 022 6878 692 6381
Ca 16,438 17,17 0970 0,73 0,5° 0,549 16,86 0924 042 5316 544 532
Sr — 1598 — —_ — — 4,853 5,05
Zn 24,179 2582 0966 1,64 — 1,415 7954 8,19
25,24 0,935 1,06
Li 5216 524 0992 0,02 0,052 0,197 0,35
Na 4,837 4,92 0,988 0,08 0,186 0,171 0,14
K 3934 420 0976 027 0,333 0,139 0,09
Rb — 401 — — 0,428f — 0,09
Cu 6,385 7,39 0954 099 1,365 0,276 0,23

7,10 0,72 0,20
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Tabelle 1 (Fortsetzung)

Atom Gesamtenergie des Zweivalenzelektronen-Grundterms s* 'S
berechnet von diese Arbeit Hiillen-Korrela-
anderen Autoren tionsenergie
Eesp Clementi® Weiss® E Fehler Elek- diese andere
tronen- Arbeit Autoren
affinitit’
VI VIila VIIb VIII IX X XI
Be 27,532 27,30 —-0,23 9,09 1,07 1,221
Mg 22,680 22,69 0,01 7,66 1,00 0,99
Ca 17,983 18,07 0,09 6,20 0,90 10¢
Sr 16,723 16,83 0,11 5,80 0,85
Zn 27,356 26,97 -0,39 9,01 1,15
26,61 —-0,75 8,65 1,37
Li 6,04 5,97 6,01 5,94 0,55 0,70 0,74°
Na 5,92 5,68 5,68 0,54 0,76 0,65°¢
K >4,7% 5,24 4,81 4,88 0,54 0,68 0,56°
Rb >4,4% — (4,60) 4,72 0,54 0,71 (0,45)°
Cu 9,5 — 8,35 0,62 0,96
8,05 0,32 095

* Experimentelle Werte nach Moore [4].

b Weiss [15].

¢ Clementi u. Mitarb. [11].

4 Clementi [8].

¢ Weiss [12].

f Froese [10].

¢ Koch und Kutzelnigg [9].

b Differenz von exakter und Pseudopotential-Hartree-Fock-Energie, entspricht der Rumpf-
Hiillen-Korrelationsenergie.

! Tuan und Sinanoglu [13], Nesbet [14].

I Ya’akobi [21].

¥ Tee und Mahan [22].

U E(s)— E(s?).

Tabelle 2. Energien verschiedener Zustdnde von Lithium, berechnet mit minimaler STO-Basis (in — eV,

bezogen auf E(Li")=0)

Zustand direkte Ortho- Pseudopotential-
gonalisierung Rechnung
Li s%§ 531 5,27
p*P 3,47 3,52
Li- s*'s 512 5,12
sp'P 5,31 5,27
p*'D 2,71 2,73
s 2,19 2,20

gruppenelementen werden entsprechend der richtigen Form der Valenzdichte
{s. Fig.1d) mit dem Hellmann-Potential verniinftige Korrelationsenergien erhal-

ten

: Die Gesamtenergien sind mit etwa dem gleichen Fehler behaftet wie die

Hartree-Fock-Energien.
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Fig. 1a—d. Radiale Valenzelektronendichteverteilungen D =4nR?g.

menti [8], ———~—-— hier berechnete Pseudodichten. a Li™; b Be; ¢ Mg; d Zn"

W. H. E. Schwarz:
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SCF-Werte nach Cle-
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Etwas aus dem Rahmen fallen die Ergebnisse fiir Be und Li . Die Korrelations-
energien sind zu klein, so dal} die Gesamtenergien merklich zu hoch herauskom-
men. Nun wurde die Gesamtenergie nicht nach einem AO—CI-Ansatz und dem
effektiven Potentialoperator von [1] (Formel (26))* bestimmt, sondern mit einem
Hylleraas-Ansatz, fiir den natiirlich aus rechentechnischen Griinden nur ein
effektives (s-)Potential verwendet werden kann. Die Korrelation in der s2-Schale
ist aber zu 95% ,,nichtdynamisch* und durch eine p?*S-Konfiguration in einem
p-Potential beschreibbar. Im Gegensatz zu den schwereren Elementen unter-
scheiden sich effektive s- und p-Potentiale in der ersten Periode betrichtlich: B,
ist positiv, aber B, ist negativ. Wird der p?1S-Term von Be statt im p-Potential im
s-Potential berechnet, so steigt seine Energie um fast 3 eV an, was den Einflufl
der Konfigurationenwechselwirkung auf die Energie um 1/4eV vermindert.
Ubrigens hat auch Szasz [19] kiirzlich in einer Voruntersuchung mit einem
Hylleraas-Ansatz bei einer Pseudopotentialrechnung eine niedrigere Korrela-
tionsenergie erhalten als bei direkter Orthogonalisierung.

¢) Elektronenaffinititen der einwertigen Metalle

Direkte experimentelle Bestimmungen oder extrapolatorische Berechnungen
aus isoelektronischen Reihen liegen nicht vor bzw. sind nicht genau genug
([12,20] und eigene Extrapolationsversuche). Die quantenchemischen Rech-
nungen von Clementi [11] und Weiss [12] weichen betrichtlich voneinander ab
(s. Tab. 1, Spalte VII). Im Gegensatz zu den hier mitgeteilten Elektronenaffinititen
(Spalte IX) steigen erstere mit dem Atomgewicht an, wiahrend letztere absinken.
Die Erkldrung fiir Clementis Resultate diirfte sein, daB auBler fiir Lithium die
starke Abnahme der Korrelationsenergie beim Ubergang zum Anion in einer
isoelektronischen Reihe nicht beriicksichtigt wurde. Die Differenz zwischen den
mit dem KN berechneten Energien und denen von Weiss beruht offenbar darauf,
daB die hier erhaltenen Korrelationsenergien (auBer fiir Li™) groBer sind als die
von Weiss mit Valenzkonfigurationenwechselwirkung bestimmtem (s. Spalten
X und XI der Tab. 1). Ob die Ursache dafiir in der besseren Konvergenz der
r,-Entwicklung [7] oder in einer fehlerhaften Reproduzierbarkeit der Korrela-
tionsenergien der Anionen durch das KN zu suchen ist, ist unklar. Dagegen
scheint die von Weiss vorausgesetzte Gleichheit der Rumpf-Hiillen-Korrelations-
energien von sM und s?M~ gut erfiillt zu sein (vgl. auch den Anhang A 1 von
Lit. [1]). Die nach den hier durchgefithrten Rechnungen wahrscheinlichsten
Energien der Anionen (unter Beriicksichtigung der vermutlichen Fehler in den
Rumpf-Hiillen-Korrelationsenergien) finden sich in Tab. 3.

Tabelle 3. Wahrscheinlichste Energien der Anionen der einwertigen Metalle und Elektronenaffinititen

(ineV)
Atom Elektronenaffinitit Energie (Ep+ — Ey-)
Li 0,63 6,02
Na 0,54 5,68
K 0,52 4,86
Rb 0,50 4,68

Cu 1,0 8,7
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Dank. Ich danke Herrn Professor Dr. H. Hartmann fiir die Erméglichung dieser Arbeit, den Herren
Dr. A. W. Weiss (Washington) und Dr. W. Kutzelnigg und R.-J. Koch (Gottingen) fiir Hinweise und
die Mitteilung unverdffentlichter Ergebnisse, Herrn Dr. E.-A. Reinsch fiir die Durchsicht des Manu-
skripts, der Deutschen Forschungsgemeinschaft fiir finanzielle Unterstiitzung und dem Deutschen
Rechenzentrum Darmstadt sowie dem Rechenzentrum der Universitit Mainz fiir Rechenzeit.
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